Hinwels

Um der Vielfalt der Schulsysteme in den Bundeslindern Rechnung zu tragen, aber auch die
Mathematik-Olympiade bundesweit durchfiihren zu koénnen, wurde der Begriff Olympiade-
klasse gepragt. Die Aufgaben und Losungen werden fiir die Olympiadeklassen 3 bis 12 ange-
boten.

Fiir die Bundesrunden gelten die folgenden Regeln zur Einstufung der Teilnehmer in die Olym-
piadeklassen 8 bis 12. Es wird empfohlen, diese Regeln in gleicher Weise fiir alle Olympiade-
klassen der ersten 3 Runden anzuwenden.

e Fiir die Primarstufe und die Sekundarstufe 1 entspricht die Olympiadeklasse grundsétz-
lich dem laufenden Schuljahr.

e Fiir die Sekundarstufe 2 gibt es bundesweit unterschiedliche Bezeichnungen oder Num-
merierungen der schulischen Jahrgangsstufen. In der Abiturstufe sind daher

— die Olympiadeklasse 10 fiir die einjahrige Einfiihrungsphase und
— die Olympiadeklassen 11 und 12 fiir die beiden Jahre der Qualifikationsphase

vorgesehen.

e Die beiden Standard-Ablaufe der Olympiadeklassen fiir die Primarstufe bis zum Abitur

sind:
- G8
laufendes Schuljahr | 3. [ 4. | 5. 6. [ 7. [8 9. 10. | 11.] 12.
Jahrgangsstufe 3145|6789 |10/E| Q| Q
Olympiadeklasse | 3 |4 |5 |6 | 7|89 | 10 |11 |12

- G9
laufendes Schuljahr | 3. [ 4. | 5. 6. | 7.8 |9.]10. | 11. | 12. | 13.
Jahrgangsstufe 31415678910 E|] Q| Q
Olympiadeklasse | 3 (4 | 5|6 |7 (8|9 |10 | 10| 11 | 12

e Wichtig: Doppelstart in Olympiadeklasse 10
Fiir eine optimal abgestimmte Vergleichbarkeit zwischen den beiden Abldufen starten
Schiilerinnen und Schiiler aus G9 sowohl in ihrem Abschlussjahr der Sekundarstufe 1 als
auch im Einfiihrungsjahr der Sekundarstufe 2 in der Olympiadeklasse 10.

e Wichtig: Klasse 13 startet in Olympiadeklasse 12
Daher starten Schiilerinnen und Schiiler aus G9 in ihrem Abiturjahr in der Olympiade-
klasse 12.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklaren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Liésungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdatzen dar.

610511

Nach dem Unterricht treffen sich Nele, Lara und Josy auf dem Spielplatz. Die Maddchen haben
verschiedene Lieblingsgeréte; diese sind die Rutsche, der Schaukelkorb und das Klettergeriist.

(1) Nele und das Médchen, das am liebsten klettert, gehen in die gleiche Klasse.
(2) Lara meidet den Schaukelkorb, weil ihr da schon 6fter schwindelig geworden ist.
(3) Nele und das Méadchen, das gerne schaukelt, wohnen in der gleichen Strafe.

Ermittle, welches Méadchen welches Lieblingsgerat auf dem Spielplatz hat.

Schreibe deine Losungsiiberlegungen auf.

610512

Tobias mochte die Zahlen von 1 bis 10 jeweils als Ergebnis einer Rechnung erhalten, bei der
genau viermal die Zahl 8 verwendet wird. Dabei soll er nur die vier Rechenzeichen +, —, :; -
und Klammern benutzen. Beim Rechnen muss er die Vorrangregel fiir die Rechenoperationen
und fiir die Klammern beachten.

Tobias hat fiir die 0 folgende Darstellung gefunden: 8 : 8 —8 : 8 = 0. Dann sucht er weiter und
findet fiir alle Zahlen von 1 bis 10 eine Darstellung — nur fiir die 5 nicht.

a) Gib fiir jede der Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 und 10 jeweils eine Darstellung an.
Tobias nimmt sich jetzt eine fiinfte Zahl 8, und nun gelingt es ihm, auch die Zahl 5 darzustellen.

b) Stelle die Zahl 5 nach den Regeln durch fiinf Ziffern 8 dar.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




610513
Die Abbildung zeigt ein Miihle-Brett.

a) Zeichne die Linien auf dem Spielfeld in moglichst wenigen Ziigen
nach. Dabei darf keine Linie doppelt gezeichnet werden. Solange
du den Stift nicht absetzt, ist das immer noch derselbe Zug.
Nimm fiir jeden neuen Zug eine neue Farbe.

Wie viele Farben brauchst du mindestens?
Hinweis: Du brauchst nicht zu begriinden, dass es keine kleinere
Zahl an Farben gibt.

b) Wie lang (in Késtchenlidngen) ist der lingste Zug, den man nach dieser Regel zeichnen
kann? Begriinde, dass es keinen lingeren Zug geben kann.

¢) Male die neun Fléachen im Spielfeld farbig aus. Fléchen, die eine gemeinsame Liniengrenze
haben, sollen unterschiedliche Farben aufweisen.
Wie viele Farben brauchst du wenigstens? Begriinde dein Ergebnis.

610514

Clara hat einen Haufen mit vielen ,Kupfermiinzen vor sich, also Miinzen zu 1 Cent, 2 Cent
und 5 Cent.

Sie iiberlegt: Wenn ich mit den Miinzen aus diesem Haufen insgesamt einen Betrag von 20 Cent
bilden will, so kann ich 20 1-Cent-Miinzen nehmen. Ich kann also die 20 Cent aus zwanzig
Miinzen bilden. Andererseits kann ich auch vier 5-Cent-Miinzen nehmen. Also kann ich die
20 Cent auch aus nur vier Miinzen bilden. Wie ist das mit anderen Anzahlen von Miinzen?

a) Zeige, dass sich fiir jede Anzahl von Miinzen zwischen 20 und 4 Miinzen (also mit 19
Miinzen, mit 18 Miinzen usw.) mit einer Ausnahme eine Zusammenstellung von , Kup-
fermiinzen” finden léasst, deren Gesamtwert wieder 20 Cent betragt.

Welche Anzahl bildet die Ausnahme und warum?

b) Warum braucht sich Clara nicht um die Anzahlen von Miinzen oberhalb von 20 oder
unterhalb von 4 zu kiimmern?
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklaren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Liésungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdatzen dar.

610611

Anna, Bea, Clara und Dana haben viele gleich grofte Papierquadrate in den Farben Rot, Griin,
Blau und Weifs.

a) Jedes der Médchen wéhlt sich zunéchst eine der Farben; dabei wihlt jede eine andere.
Ermittle, wie viele Moglichkeiten die Madchen dafiir haben.

Nun schneiden die Méadchen alle Papierquadrate entlang einer Diagonalen in jeweils zwei Drei-
ecke. Aus jeweils zwei der farbigen Dreiecke legen sie nun wieder Quadrate.

b) Wie viele verschiedene Quadrate konnen die Méadchen so legen?
Wie viele Quadrate davon sind zweifarbig?

¢) Danas kleiner Bruder kommt und mochte zwei der zweifarbigen Quadrate mitnehmen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Wahl dieser zwei Quadrate?

Hinweis: Quadrate werden als gleich angesehen, wenn sie durch Drehungen und Verschiebun-
gen auseinander hervorgehen.

610612

Uber das jeweilige Alter der drei Schwestern Alina, Melina und Selina ist Folgendes bekannt:

(1) Alina ist doppelt so alt wie Selina.
(2) Alina und Melina sind zusammen 20 Jahre alt.

(3) Selina ist zwei Jahre jiinger als Melina.

a) Ermittle jeweils das Alter der drei Schwestern.

b) Die Mutter der drei Schwestern war vor drei Jahren doppelt so alt wie damals alle drei
Maédchen zusammen. In wie vielen Jahren wird die Mutter doppelt so alt sein, wie Alina
dann sein wird?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




610613

Alex hat in einem Murmelbeutel 39 Murmeln, und zwar 6 rote, doppelt so viele blaue wie rote
und doppelt so viele gelbe wie griine Murmeln.

a) Wie viele Murmeln von jeder Farbe hat Alex in seinem Murmelbeutel?

b) Wie viele Murmeln muss er mit geschlossenen Augen mindestens herausnehmen, damit
er auf jeden Fall eine rote Murmel dabei hat?

c) Wie viele Murmeln muss er mit geschlossenen Augen mindestens herausnehmen, damit
er auf jeden Fall 3 Murmeln der gleichen Farbe dabei hat?

d) Wie viele Murmeln muss er mit geschlossenen Augen mindestens herausnehmen, damit
er auf jeden Fall eine Murmel von jeder Farbe dabei hat?

Finde die Anzahlen heraus und begriinde, warum es nicht mit weniger Murmeln geht, als du
angegeben hast!

610614
Fritz spielt folgendes Zahlenspiel:

Auf einem unbegrenzt langen Késtchenstreifen, bei dem die Kéastchen der Reihe nach numme-
riert sind, stehen drei Figuren anfangs auf den Feldern 1, 2 und 3. Ein Zug besteht darin, die
Figur auf der kleinsten Zahl die beiden anderen iiberspringen zu lassen und dann diese Figur
noch einmal um dieselbe Zahl von Feldern vorzuriicken.

Der erste Zug fithrt also aus der Anfangsstellung (1, 2, 3) in die Stellung (2, 3, 7), denn die
Figur auf Feld 1 zieht zunéchst auf Feld 4, also drei Felder weiter, und dann noch einmal drei
Felder weiter auf Feld 7.

a) Gib jeweils die Stellung der drei Figuren nach drei, vier und finf Ziigen an.

b) ,,Uhh, die Zahlen steigen aber schnelll“ meint Fritz. In welchem Schritt iiberspringt die
letzte Figur das Feld 1007
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklaren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Liésungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdatzen dar.

610711
In einem alten Buch mit mathematischen Knobeleien fand sich folgender Vers:

Eine Zahl hab ich gewéhlt,
107 zugezahlt,

dann durch 100 dividiert
und mit 11 multipliziert,
endlich 15 subtrahiert,

und zuletzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahl 7.

Ermittle alle moglichen Zahlen, die gewéahlt werden kénnen, damit der Vers zu einer wahren
Aussage wird.

A610712a A610712b

a) Die nicht mafstabsgerechte Abbildung A 610712a zeigt drei Geraden a, b und ¢, die
einander in einem Punkt schneiden und Winkel der Grofen «, 5, v, 6, 90° und 68°
bilden.

Berechne die Winkelgrofen «, 3, v und 4.

b) Die nicht mafstabsgerechte Abbildung A 610712b zeigt drei Geraden e, f und g, die
einander in einem Punkt schneiden und Winkel der Gréfsen €, €, , A\, p und 4 - ¢ bilden.

Berechne die Winkelgrofen e, n, A und pu.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




610713

Um von der Haustiir zur Wohnungstiir zu gelangen, muss Mia eine Treppe mit genau sieben
Stufen iiberwinden. Mit einem Schritt kann sie htchstens drei Stufen nehmen. Daher sind zum
Beispiel folgende Schrittfolgen moglich:

1 Stufe — 2 Stufen — 3 Stufen — 1 Stufe
3 Stufen — 2 Stufen — 2 Stufen
2 Stufen — 3 Stufen — 2 Stufen

Ermittle die Anzahl aller Schrittfolgen, die Mia fiir diese Treppe nehmen kann.

610714

In der Abbildung sind vier Muster aus Punkten gezeigt. Das erste Muster besteht nur aus
einem Punkt, beim zweiten kommen zwei Punkte hinzu, beim dritten kommen drei Punkte
hinzu, beim vierten kommen vier Punkte hinzu.

Allgemein entsteht das n-te Muster durch Hinzufligen von n Punkten zum vorherigen Muster.
Die Punkte sind dabei ab dem zweiten Muster in Form eines gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecks angeordnet. Die Anzahl der Punkte im n-ten Muster heifst daher n-te Dreieckszahl
und wird mit d,, bezeichnet. Wie man der Abbildung entnehmen kann, gelten d; = 1, dy = 3,
d3 =6 und d4 = 10.

a) Berechne die Dreieckszahlen ds, dg, d7 und ds.

b) Finde eine Formel, mit deren Hilfe man die n-te Dreieckszahl d,, berechnen kann, und
berechne d;s.

¢) Wir bezeichnen mit s,, die Summe der Reziproken der ersten bis zur n-ten Dreieckszahl.
1 g 11 o 1 11 -
Es gelten also s; = STt s =gt T g und so weiter.
Berechne die Zahlen sy bis sg.

d) Finde eine Vermutung fiir die Formel, mit deren Hilfe man s, berechnen kann, und
berechne sqg. Ein Beweis dieser Formel wird nicht erwartet.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklaren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Liésungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdatzen dar.

610811

Zu den Schiilern Elias, Jonas und Leon macht ihr Mathematiklehrer folgende Aussagen, von
denen genau eine falsch ist und die anderen wahr sind.

(1) Jonas ist élter als Leon.
(2) Leon ist alter als Elias.
(3) Elias ist alter als Jonas.
(4

) Leon und Elias sind zusammen doppelt so alt wie Jonas.

a) Welche der vier Aussagen ist falsch?
b) Welcher Junge ist am &ltesten?

610812

Um 17 Uhr ziindet Elise gleichzeitig drei Kerzen an. Sie sind alle drei gleich hoch, aber unter-
schiedlich dick. Jede Kerze brennt gleichmékig ab. Um vollstdndig abzubrennen, braucht die
erste Kerze 10 Stunden, die zweite Kerze 8 Stunden und die dritte Kerze 12 Stunden.

Als Elise alle drei Kerzen ausblést, ist die erste noch genau doppelt so hoch wie die zweite.

a) Zu welcher Uhrzeit blast Elise die drei Kerzen aus?

b) Ermittle, wie hoch dann die zweite Kerze im Verhéltnis zur dritten ist.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




610813
Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC' und fiir jede Gerade g die folgenden Aussagen gelten:

a) Wenn die Gerade g durch den Mittelpunkt B’ der Seite_m verlauft und parallel zur
Geraden AB ist, dann schneidet die Gerade g die Seite BC' in deren Mittelpunkt A’.

b) Wenn die Gerade g durch den Mittelpunkt B’ der Seite AC' und den Mittelpunkt A’ der
Seite BC verlduft, dann ist die Gerade g parallel zur Geraden AB.

c) Die Verbindungsstrecke A’B" des Mittelpunkts A" der Seite BC und des Mittelpunkts
B’ der Seite AC' ist halb so lang wie die Dreieckseite AB.

Hinweise:

1. Die Beweise sollten unter Nutzung von Kongruenzsitzen, Eigenschaften von Parallelo-
grammen, Séitzen zu Winkeln an geschnittenen Parallelen, aber ohne Anwendung von
Strahlensitzen erfolgen, da die obigen Aussagen Grundlagen fiir elementargeometrische
Beweise der Strahlensétze sind.

2. Eine Strecke, die die Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks verbindet, heifit auch
Mittellinie dieses Dreiecks. Die in b) und ¢) zu zeigenden Aussagen sind zusammengefasst
der Satz iiber die Mittellinien im Dreieck:

In jedem Dreieck ist die Mittellinie zweier Seiten parallel zur dritten Seite und
halb so lang wie diese.

610814

Unter einer Losung der Gleichung L + E + V + E + L = 61 verstehen wir natiirliche Zahlen
L, E und V grofer als 0, fiir die diese Gleichung gilt.

Ermittle die Anzahl aller Losungen dieser Gleichung, bei denen keine zwei der drei Zahlen L,
E und V gleich sind.
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Hinweise: 1. Flir die Olympiadeklassen 9 und 10 stehen in der ersten Runde insgesamt sechs
Aufgaben zur Verfiigung, aus denen die Verantwortlichen vor Ort eine geeignete Auswahl tref-
fen konnen. Wenn die erste Runde als Hausaufgabenwettbewerb durchgefiihrt wird, kann die
Wahl von vier der sechs Aufgaben auch den Teilnehmenden tberlassen werden.

2. Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch
und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung herangezo-
gene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf
eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen
besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

611011

Bestimmen Sie alle Moglichkeiten, die Sterne in der Gleichung

**61*61*61:(**61*)2

so durch Ziffern von 0 bis 9 zu ersetzen, dass die Gleichung im Zehnersystem stimmt. Dabei
konnen die Sterne durch verschiedene Ziffern ersetzt werden.

611012

Gegeben ist die lineare Funktion f mit der Gleichung y = f(z) = 3x+ 7. Aus den Werten von
f werden die Werte von z mit z = f(a) + f(a+ 1) + f(2a + 3) berechnet.

Hinweis: Zum Beispiel bedeutet f(8a—4), dass man 8a —4 in das Argument von f einsetzen
muss. Also f(8a —4) =3-(8a—4) +7 = 24a — 5.

a) Bestimmen Sie einen Term fiir z in Abhéngigkeit von a, der das Symbol f nicht mehr
enthalt.

b) Gibt es eine natiirliche Zahl a, fiir die z = 1020 gilt?

c) Gibt es eine natiirliche Zahl a, fiir die z durch 2021 teilbar ist?

d) Gibt es eine natiirliche Zahl q, fiir die z (im iiblichen Zehnersystem) eine 2021-stellige
Zahl mit 2021 gleichen Ziffern ist?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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611013

a) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiven ganzen
Zahlen n die Ungleichung n - z < 2021 gilt.

b) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiven ganzen

Zahlen n die Ungleichung 245 < 2 gilt.

611014

Das Viereck ABC'D sei ein Parallelogramm, bei dem der Abstand der parallelen Geraden AB
und C'D gleich 6 ist. £ und F seien die Mittelpunkte der Seiten BC' und C'D. Die Gerade DE
schneide die Strecke BF im Punkt P und die Gerade AB im Punkt Q).

a) Zeigen Sie, dass |AQ| = 2|AB] gilt.
b) Zeigen Sie, dass P auf der Geraden AC' liegt und bestimmen Sie die Liange des Abstands
von P zur Geraden AB.

611015

Zum Test des raumlichen Vorstellungsvermogens sind die Seitenflichen eines Wiirfelnetzes
mit ,links“, rechts*, ,oben“, junten“, ,vorn“ und ,hinten zu beschriften. Nach dem Zusam-
menbau des Wiirfels legt man ihn auf den Tisch und untersucht die Beschriftung. Pro richtig
beschrifteter Flache gibt es einen Punkt.

Zur Bepunktung wird der Wiirfel natiirlich so gedreht, dass es moglichst viele Punkte gibt.

Welche Punktzahlen sind moglich (und welche nicht), wenn bekannt ist, dass wirklich die
sechs Worte ,,oben”, ,unten”, ,vorn“, jhinten®, ,links*“ und ,rechts verwendet wurden und jedes
Quadrat des Wiirfelnetzes genau eines dieser Worte enthélt?

611016

Fiir diese Aufgabe wird das Cavalieri’sche Prinzip als bekannt vorausgesetzt. Es besagt fiir
zwei Korper K7 und Ks:

Wenn jede zu einer gegebenen Ebene FE parallele Ebene E’ die Korper K; und
K5 in Flachen gleichen Inhalts schneidet, dann haben diese Korper das gleiche
Volumen.

In einem ebenen kartesischen x-y-Koordinatensystem betrachten wir die Fliache F', die aus
denjenigen Punkten P(z,y) besteht, deren Koordinaten x und y die Ungleichungen 0 < z <1
und 0 < y < 22 erfiillen. Im Raum betrachten wir weiterhin den allgemeinen Zylinder Z
mit Hohe 1 und Grundfliche F', der entsteht, wenn man F um 1 senkrecht zur z-y-Ebene
verschiebt (siche Abbildung A 611016). Auferdem ist eine gerade Pyramide K der Hohe 1
gegeben, deren Grundflache ein Quadrat der Seitenlédnge 1 ist.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!

11



A 611016

a) Zeigen Sie, dass Z und K das gleiche Volumen haben.
b) Bestimmen Sie den Inhalt der Fléche F'.

Hinweis: Ein Nachweis der Volumengleichheit der oben beschriebenen Korper ist hier mog-
lich, wenn man eine geeignete Lage der Kérper im Raum und eine Ebene E findet, um das
Cavalieri’sche Prinzip anzuwenden.

Wir verwenden in dieser Aufgabe einen erweiterten Begriff des Zylinders, bei dem die
Grundfliche eine beliebige Fldche sein kann (Zylinder in diesem Sinn sind also nicht nur Kreis-
zylinder, sondern zum Beispiel auch Dreiecksprismen). Begriffe wie Grundflache G, Deckflache
D und Hohe h als Abstand zwischen Grund- und Deckflache werden sinngeméfs verwendet. Es
gilt auch hier die bekannte Volumenformel V' = G - h.
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